LE PROBLEME DE LEHMER ABELIEN POUR UN MODULE DE
DRINFEL’D

SINNOU DAVID ET AMILCAR PACHECO

RESUME. Soit ¢ un module de DRINFEL'D défini sur une extension finie K de
Fy(T); nous démontrons une minoration uniforme pour la hauteur canonique
d’un point de ¢, rationnel sur ’extension abélienne maximale de K, et résolvons
ainsi la version dite abélienne du probleme de LEHMER dans cette situation.
Dans le cadre classique (un point d’ordre infini de G, (QP)), cette question a
été résolue par F. AMOROSO et R. DVORNICICH dans [Am-Dv].

ABSTRACT. Abelian Lehmer problem for Drinfel’d modules. Let ¢ be a
DRINFEL'D module defined over a finite extension K of Fy(T'); we establish a
uniform lower bound for the canonical height of a point of ¢, rational over the
maximal abelian extension of K, and thus solve the so called abelian version
of the Lehmer problem in this situation. The classical original problem (a non
torsion point in G, (Q?P)) was solved by F. AMOR0OSO and R. DVORNICICH in
[Am=Dv].

1. INTRODUCTION

On note h : Q — RT la hauteur de WEIL logarithmique et absolue; soit o un
nombre algébrique ; on sait que h(a) est nul si et seulement si « est une racine de
I'unité. Le probleme dit de LEHMER consiste & rechercher une minoration optimale
(en fonction de [Q(a) : Q]) pour h(a) lorsque a n’est pas une racine de 'unité. Plus
précisément, D. H. LEHMER a demandé en 1932 (confer [Leh], § 13, page 476) s'il
existe un nombre réel ¢ > 0 tel que pour tout a € @* qui n’est pas une racine de
Punité,

"2 Qg

Rappelons que ce probleme reste ouvert a ce jour. Toutefois, de nombreuses
généralisations ont été proposées (on pourra par exemple se reporter & [Dav] pour
plus de détails) et des progrés notables ont été réalisés ces derniéres années dans
ces directions.
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Commengons par décrire 'une de ces généralisations. Il s’agit de remplacer le
corps Q par un sous-corps K de Q. Plus précisément, on décompose la question en
deux étapes :

(i) existe-t-il un nombre réel c(K) > 0 tel que pour tout & € Gy, (K)\ Gy (K ) tors

h(a) = ¢(K)?

(ii) sila réponse a (i) est positive, existe-t-il plus généralement un nombre réel

¢ (K) > 0 tel que pour tout a € G, (K) \ Gy, (K)tor, on ait

ha) > ¢(K)/[K(a) : K] ?

Bien entendu, si K est un corps de nombres, la réponse & (i) est positive et découle
facilement du théoréme de NORTHCOTT, tandis que la question (ii) se ramene essen-
tiellement au probleme de LEHMER sur Q. Ces généralisations sont autrement plus
profondes lorsque K est une extension infinie de Q. Le cas K = Q»" semble étre
d’une importance particuliere. Dans ce cadre, on parle usuellement de probleme de
LEHMER abélien pour la question (i) dans cette situation et de probléme de Lehmer
relatif pour la question (ii). On notera également que les minorations attendues
représentent un renforcement notable par rapport a la conjecture d’origine.

Le probleme de LEHMER abélien tel qu’il est formulé ci-dessus a été résolu par
F. AMOROSO et R. DVORNICICH (confer [Am=Dv], theorem]), qui ont montré que
pour tout @ € G, (Q*) \ G, (Q*) o,

log(5)
12

Quant au probleme de LEHMER relatif, un résultat partiel significatif a été obtenu
par F. AMOROSO et U. ZANNIER (confer [Am—=Zal, theorem 1.1]) ; plus précisément,

pour tou a € G (Q2P) \ G, (Q*)¢or, on a

) > 5 (s "
D \loglog(5D)
oit D = [Q*P(a) : Q"] et ¢/ > 0 est un nombre réel > 0.

Le probleme de LEHMER s’étend facilement a d’autres contextes, notamment
sur des variétés abéliennes ou des modules de DRINFEL’D. Dans le contexte des
variétés abéliennes définies sur un corps de nombres, I’analogue du probleme de
LEHMER abélien a été obtenu par M. BAKER et J. SILVERMAN : soit K un corps
de nombres, K une cloture algébrique de K et K?P I’extension abélienne maximale
de K. Soit de plus A une variété abélienne définie sur K et munie d’un fibré en
droites ample et symétrique £ ; on dispose alors d’une notion de hauteur canonique
(ou normalisée) sur (A,L£) : hy : A(K) — RT. Dans [Ba-Si, theorem 0.1], M.
BAKER et J. SILVERMAN prouvent qu’il existe une constante ¢ = c(A4,x, L) > 0
ne dépendant que de (A, £), telle que

h(a) =

he(P) ="

pour tout point P € A(K®)\ A(K?")¢o.

Signalons aussi que le résultat de F. AMOROSO et U. ZANNIER en direction du
probléeme de LEHMER relatif a été étendu au cas d’une courbe elliptique admettant
des multiplications complexes par N. RATAZZI (confer [Rat]).

LOn notera que Gm(@)tor = Gm (Q*P)tor.
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Dans ce texte, nous nous intéressons au cadre des modules de DRINFEL'DP} Soit
p un nombre premier et n un entier > 1, on pose ¢ := p”, on désigne par F, le
corps fini & ¢ éléments, et par A := Fy[t] C k := Fy(t). Pour tout f/g € k, soit
|f/3loo := deg(g) —deg(f) la valeur absolue de k associée & la place (1/t), ot deg(f)
dénote le degré de f comme polynéme. On désignera par la méme notation |- | une
extension de | - o & k.

Soit C une courbe lisse projective géométriquement connexe définie sur [, ou
I'on fixe un point z. Soit A4 'anneau des fonctions de C réguliéres en tous points a
I’exception de . Notons que A est une F,-algebre de type fini, en d’autres termes,
une extension entiere de type fini de A = F,[t] pour un choix quelconque de t €
A\ TF,. Un corps F est dit un A-corps s’il existe un homomorphisme d’anneaux
1 : A — F. Si cet homomorphisme est injectif, on dit que F a caractéristique
générique. Sinon, on dit qu’il a caractéristique finie © := ker(2).

Soit F{r} 'anneau des polynomes tordus sur F. Pour tout f := > 1" ja,7" €
F{r}, on définit sa dérivation D en 0 par D(f) := ag. Un homomorphisme de Fq4-
algebres ¢ : A — F{7} est dit un A-module de DRINFEL'D définit sur F si Dog =1
et il existe a € A tel que ¢, # 2(a)7’. D’apres [Gos, chapter 4, lemma 4.5.1], il
existe un entier r > 0 tel que deg(¢,) = rdeg(a), pour tout a € A. L’entier r est
appelé le rang de ¢. Si F a caractéristique générique, on dit qu’il en est de méme
pour le module ¢.

Soient K /k une extension finie de k. Le corps K est considéré comme un A-corps
de caractéristique générique par rapport & l'inclusion A C K. Soit ¢ : A — K{r}
un A-module de DRINFEL’D de rang r > 1 défini sur K de caractéristique générique.
Soit K une cloture algébrique de K, K* C K une cloture séparable de K et K2 la
plus grande extension abélienne de K dans K. On dispose d’une notion de hauteur
de WEIL logarithmique et absolue h(-) sur K & valeurs dans R*. Par un procédé
limite & la TATE, on peut normaliser la hauteur de WEIL pour obtenir une notion
de hauteur canonique associée a ¢ : soit a € A\ Fy, on définit la hauteur canonique
iL¢ : K — R associée & ¢ par :

iAqu(a) := lim 7h(¢an(a)) ,

n—oo deg(¢an)
(confer [Denl théoreme 1]). On vérifie (confer loc. cit.) que cette limite existe, ne
dépend pas du choix de a et que de plus, pour tout a € K,

(1.0.1) |hg (@) = h(@)] < 7(9) ,
ot 7(¢) est un nombre réel (> 0) ne dépendant que de ¢.

Les questions (i) et (ii) ci-dessus se transposent naturellement dans le cadre des
modules de DRINFEL’D munis de leur hauteur canonique pour tout point de K qui
n’est pas de torsion pour ¢.

Dans ce texte, nous résolvons le probleme de LEHMER abélien ; plus précisément,
nous obtenons le théoreme suivant.

Théoréme 1.1. Il existe un nombre réel ¢ = ¢(p, K) > 0 qui ne dépend que de ¢
et K tel que pour tout o € K2 qui n’est pas de torsimﬁ pour ¢, on ait

ﬁ¢(a) >c.

2 Sans aucune restriction sur le rang.
3Pour une définition précise, se reporter au début du paragraphe 2.1, ci-dessous.
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Remarque 1.2. Si u : ¢ — 9 est un isomorphisme défini sur K de A-modules
de DRINFEL'D également définis sur K, en vertu de la proposition 2 de [Pod], on
a hy(u(a)) = he(). Dong, si le théoreme est vrai pour 1, la derniere égalité
nous montre qu’il est aussi vrai pour ¢.

Le paragraphe |2 est dédié aux préliminaires. Il y a trois themes. D’abord on
rappelle les faits généraux sur la torsion de modules de DRINFEL'D (§. , puis la
théorie de la réduction (§.[2.2), et 'on introduit les hauteurs locales (§. [2.3). Au
paragraphe [2.4] nous revisitons 'analogue du théoréeme de KRONECKER-WEBER
(théoreme ci-dessous) pour les corps de fonctions (dit & DRINFEL'D, [Dri, theo-
rem 1, section 8|, confer aussi [Gos, chapter VII] et [Hay], nous suivons cette
derniére exposition). Ce résultat nous permet de prouver une congruence (confer le
théoreme , qui est analogue de celle de AMOROSO et DVORNICICH, [Am=Dvl
lemma 2]. Le troisieme théme abordé (§. est la construction d’un relevement
du morphisme de FROBENIUS dans le cas des modules admettant des multiplica-
tions complexes comme on peut le faire sur les variétés abéliennes (confer [Sh=Tal),
ce qui ne semblait pas étre connu dans le cas d’'un module de DRINFEL’D de rang
quelconque. Un tel résultat (se reporter & la proposition a son intéret propre.
L’existence de ce relevement est un ingrédient de la preuve du théoreme dans
le cas ot ¢ admet des multiplications complexes (pour une caractérisation des mo-
dules admettant des multiplications complexes, confer la proposition . Au
paragraphe [3| nous prouvons les lemmes auxiliaires nécessaires pour la preuve du
théoreme Finalement, nous démontrons le théoréeme en plusieurs étapes au

paragraphe [4]

2. PRELIMINAIRES

2.1. Torsion de modules de Drinfel’d. Soit ¢ : A — K{r} un A-module de
DRINFEL'D de rang r. Pour tout idéal a de A on considere l'idéal I, 4 engendré
par U'ensemble {¢, |a € a}. L’anneau K {7} étant principal & gauche, soit ¢, son
générateur unitaire, i. e., I o = K{7}dq.

Soit ¢la] := {a € K| pour tout a € a, ¢,(a) = 0} I'ensemble des points de
a-torsion de ¢. On observe que o € ¢[a] si et seulement si ¢q(cr) = 0.

Soient m > 1 un entier et [ un idéal premier de A ; on note

o[1"] := {a € K| pour tout a € ",  ¢g(a) =0}
le sous-module de points de ["-torsion de ¢. Observons que puisque le polynoéme
oo € K{7} est séparable, tout o € ¢[["*] appartient & K*.

Soient Ay, respectivement k le localisé de A, respectivement de k, en [. On définit
alors

6] = lim g[1"] .

n

Rappelons que le I-module de TATE de ¢ est défini par
Ti(¢) := Hom(ki/Ay, o[I]) ;

Ti(¢) est un Aj-module libre de rang r (souvenons que r = rang(¢)). Le groupe de
GaLols Gk := Gal(K*/K) agit sur chaque ¢[[""] pour tout n > 1, et agit donc sur
Ti(¢) par passage & la limite. On dispose donc d’une représentation galoisienne

Proo GK — Aut(T[(gb)) = GLT(A[) .



PROBLEME DE LEHMER ABELIEN 5

Soit p un idéal premier de la coture intégrale B de A dans K; on note sy
le corps résiduel k, := B/p et 'on désigne par g, := #&k, son cardinal. Soit
F, Tautomorphisme de FROBENIUS de k, défini par Fj(a) := a?. On supposera
désormais que p~ est non ramifiée en p, et 'on note o, € Gk 'automorphisme de
FROBENIUS associé a p. Soit Pp,(z) € A[z] le polynéme caractéristique de pr (o).

2.2. Réduction de modules de Drinfel’d. Soit a € A et ¢, 'élément de K{r}
associé :

$a=a+c1(a)T 4+ + Crdog(a)—1(a)T" DT 4 A(a)Tm I

On dit que le A-module de DRINFEL'D ¢ est a coefficients constants en p, si pour
tout ¢ on a ¢;(a), A(a) € By, ou By est la localisation de B en p, et si la réduction
¢ de ¢ modulo p est un A-module de DRINFEL'D défini sur kp de rang 0 < 7 < 7.
On dit que ¢ est de réduction stable en p, s’il existe un A-module de DRINFEL'D 1)
défini sur K et K-isomorphe a ¢ qui est a coefficients constants en p. On dit que ¢
a bonne réduction en p si de plus 7 = r (confer [Gos, 4.10]).

L’analogue du critére de NERON-OGG-SHAFAREVICH pour la bonne réduction
d’une variété abélienne définie sur un corps des nombres L sur un idéal premier de
la cloture intégrale de L, existe dans le cadre des modules de DRINFEL’D et est di a
TAKAHASHI (confer [Tak], [Gosl theorem 4.10.5]). Il dit que si v est une place de K
dont la caractéristique résiduelle (i. e., la caractéristique de O,/ M,,) est différente
d’un idéal premier fixé p de A, le module de DRINFEL'D ¢ a bonne réduction en v si
et seulement si ¢[p°°] est non ramifié en v. Cela veut dire que si v est une extension
de v & K* et si I est le groupe d’inertie associé, alors I agit trivialement sur ¢[p°].

De ce résultat, on déduit (confer [Gosl, corollary 4.10.10]) que si [ # p, la représen-
tation galoisienne py~ est non ramifiée en p si est seulement si ¢ a bonne réduction
en p. Donc, le fait que pi~ est non ramifiée en p ne dépend pas du choix de [, 7. e.,
le méme résultat vaut pour n’importe quel autre idéal premier [' # p.

Supposons que p~ soit non ramifiée en p. Le polynéme P,(z) € A[z] coincide
avec le polynéme caractéristique de ’endomorphisme de FROBENIUS (également
noté Fy) de Ti(¢). Il suit de [Gos| theorem 4.12.12] que P,(x) ne dépend pas du
choix de [. De plus, par [Gek2, theorem 5.1] toute racine v de P, est de valeur

absolue |y| = q;/ " ol || dénote une extension de la valeur absolue | - | de k & K.

2.3. Hauteurs locales. Nous allons démontrer le théoréme [l en minorant de
facon non triviale la hauteur de WEIL locale de « au-dessus d’un idéal premier
p de la cloture intégrale B de A dans K et trivialement pour les autres places.
Rappelons quelques normalisations. Soit L une extension finie de K et 3 un premier
de la cloture intégrale By, de B dans L. On notera vy la valuation associée a
normalisée par vp(L) = Z U {oo}, et on pose enfin 9y := min{vy, 0}.

L’existence d’'une bonne décomposition de la hauteur de WEIL h en somme de
hauteurs locales découle immédiatement de sa définition : rappelons que si o € K,
et si L est une extension finie de K contenant «,

h(a)zfﬁ S deg()i(o) -

PBeML
On pose alors

_ deg(P)0p ()

(2.3.1) hyp(a) 1= o
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Il est intéressant de noter que la hauteur canonique de ¢ admet également une
bonne décomposition en somme de hauteur locales positives ou nulles (c’est un
théoréme de POONEN, confer [Pod, §4, proposition 6]) ; de plus, lorsque ¢ a bonne
réduction en P et si ¢ est a coefficients constants (ce qui peut étre supposé sans
perte de généralité) et A(a) est une unité modulo P pour tout a € A, la hauteur
canonique locale coincide avec la hauteur de WEIL locale (ibidem, proposition 4,
point (4)). Pour les définitions de bonne réduction, coefficients constants et A(a)
voir le sous-paragraphe

2.4. Un analogue du théoreme de Kronecker-Weber et une congruence.
Le corps K est le corps de fonctions F,(C') d’une courbe projective lisse géométri-
quement connexe C' définie sur Fy. Soit oo’ € C au-dessus du point & I'infini oo
(qui correspond donc au zéro de la fonction (1/t)) de P!(F,). Soit O anneau des
fonctions de C' qui sont régulieres partout a I'exception de oo’. Soient H' le corps
de classe de HILBERT de O, K. le complété de K en o', Coor le complété de la
cloture algébrique de Ko/ et Foo le corps résiduel de oo’.

Une fonction signe est un homomorphisme sgn : K3, — F7_, tel que sa restric-
tion a F’_, soit I'identité. On défini aussi sgn(0) := 0. Pour tout o € Aut(Fo/F,),
la composition o o sgn est appellée une fonction signe tordue.

Soit F' une extension finie de K contenue dans Cor et ¢ : O — F{7} un O-
module de DRINFEL'D de rang 1. Pour tout a € O soit . (a) le coefficient dominant
de ¢,. On dit que ¢ est de signe normalisé, si 'application © — F™* définie par
a +— pc(a) est la restriction d’une fonction sgn signe tordue. Le résultat de HAYES
(confer [Hay| theorem 12.3]) nous assure que tout D-module de DRINFEL'D de rang
1 défini sur C,s est isomorphe & un module de signe normalisé. On supposera
dorénavant que ¢ est de signe normalisé par rapport a sgn et on fixera ce module.

Soit a € O\ F,. Soit H* le sous-corps de C engendré sur K par les coefficients
de ¢,. Ce corps est en réalité indépendant de a et ¢, et ne dépend que de sgn. Il
contient H’, définit une extension galoisienne finie de K non ramifiée au-dessus de
chaque idéal premier de 9. De plus, si O est la cloture intégrale de O dans HT,
le D-module ¢ de signe normalisé est en réalité défini sur O7.

Soit I un idéal de O et K(I) := H™"(c[I]). Ce corps est indépendant de g et
de sgn, il ne dépend que de I. Il définit une extension galoisienne finie de H+ de
groupe de GALOIS isomorphe & (O/I)*. De plus, K(I)/K est aussi galoisienne de
groupe de GALOIS isomorphe & Z(I)/P;, ot Z(I) désigne 'ensemble des idéaux
fractionnaires premiers & I et P} le sous-groupe des idéaux principaux engendrés
par les éléments positifs a € K tels que « =1 (mod I). Rappelons quun élément
a de K est dit positif, si sgn(a) = 1.

Le groupe Gal(K(I)/K) contient un sous-groupe G isomorphe a F% . On no-
tera que le groupe G, est simultanément le groupe de décomposition et d’iner-
tie de oo dans Gal(K(I)/K). L’extension K (I)/K est modérement ramifiée sur
oo. Soit K(I)* le sous-corps de K(I) fixé par Go. Donc, K(I)*/K est totale-
ment décomposée en co. De plus, K (I)* est K-isomorphe au corps de fonctions du
schéma M} qui paramétrise les O-modules de DRINFEL'D de rang 1 avec structure
de niveau 1.

Soit

KL o=][xD",
I
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le compositum de tous ces corps. Soit co” un autre point de C distinct de oo’. On
défini similairement K:o/, par rapport a 'anneau 9’ des fonctions régulieres hors
de co”.

Théoréme 2.5 (analogue du théoréme de KRONECKER-WEBER). [Gos, remark
7.5.12 (3)] La plus grande extension abélienne K de K est le compositum K7, -
KL

o0

Pour fixer les notations, soient ¢’ un 9’-module de DRINFEL'D de signe normalisé
par rapport une fonction signe sgn’, H "+ le corps engendré par K et les coeflicients
de ¢! pour un a € O’ \ F,, et O'F la cloture intégrale de O dans H'+.

Soit I C O un idéal. Il suit du fait que ¢ est de rang 1 que ¢[I] = O/I est un
9D-module cyclique, disons engendré par A;. De fagon similaire, soit I’ C O’ un idéal
et A\ un générateur de ¢’[I'] comme O’-module. Observons que la cléture intégrale
de © dans le compositum H+(\;) - Ht(A\p/) = Ht - H* (A, ) est Panneau
oF ~D'+[)\I, Ar]. Soit Q un idéal premier de O divisant I. De plus, supposons que
s > 1 soit un entier tel que QF divise I.

Proposition 2.6. Soitn # id € Gal(H*-H *(Ar, \p)/H* - H *(\;/0+, A1v). Pour
tout o € OF - O T [\, A\p] on a
(o))" - € 0Ot -0 AL A

Démonstration. Soit a = f(Ar,A\r) =32, aij)@)\}-/ avec a;; € OF -O'F pour tout

i et j. Donc, n(a) = f(n(Ar), Ar).
Pour tout m € Q° on a ¢,(A1) € ¢[I/Q°]. D’ou, ¢n(n(Ar)) = n(sm(Ar)) =
Sm(Ar). En particulier, il existe w € ¢[Q?] tel que n(A;) — Ay = w. Donc,

77(05) = f()\l +W;/\I’) = Zaij()\l +w)i)\]['/ .

i,J

n(a) —a=3 ai » (k) AR, = wB

ij 1<k<i

sdeg(Q)
aq

Ainsi,

ot B € O - O\, Ap], car w € OF[Ags] € O[N] € OF - O T\, Ap].

Comme on I’a déja observé au paragraphe le fait que w € ¢[Q®] équivaut &
Go:(w) = 0. Rappellons que I'extension H /K est non ramifiée au-dessus de Q et
que ¢ est défini sur OF. Donc, par [Hayl proposition 11.4], le polyndéme ¢g: est un
produit des polynémes d’EISENSTEIN en Q. A fortiori, tous les coefficients, sauf le
coeflicient dominant, appartiennent a Q. Disons,

Sos(1) =7° deg(Q) Csdeg(Q) 17" deg(Q)-1 4 ... 4 cor°
Finalement,

s deg(Q) s deg(Q) qs deg(Q)

(n(e) — a)? =w? B =
@ deg(Q)—1 R CoW)ﬂq

s deg(Q)

€ Q01 - O [A;, Ap].
O

- (Cs deg(Q)—1W

De cette proposition, on déduit ’analogue de la congruence de F. AMOROSO et
R. DVORNICICH :
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Théoréme 2.7. Soit L/K une extension abélienne finie ramifiée au-dessus d’un
idéal premier p de la cléture intégrale B de A dans K. Soit B un premier de la
cloture intégrale Br, de L au-dessus de p. Il existe n # id dans Uinertie de B sur p
tel que pour tout o € B, on ait

deg(p)

((a)® " —a® " €pBL .
Démonstration. 11 suit du théoreme [2.5] qu'il existe des idéaux I C O et I’ C O’
tels que L ¢ K(I)t - K(I')Yt ¢ H*(s[I]) - H *(¢'[I']). Observons que par le choix
du point oo’ de C (dont K est le corps de fonctions) on a O C B. Soit Q := pNO.
Par hypothese, Q divise I, sinon L/K serait non ramifiée au-dessus de p. Donc,
par la proposition [2.6] on a

(2.7.1) ()1 — 1™ € Q0+ O A1, A,

pour ) # id € Gal(H*-H'+(\;, )\I/)/H+'H/+(>\[/Q, Arr)). Notons que la restriction
de n & Gal(L/K) appartient & l'inertie de PB|p. Il suit de la relation (2.7.1) que
(n(a))qdeg(g) —a?"™® € QB C pBy. A fortiori, (n(a))qdeg(p) —a?™* cpp,. O

deg(p)

2.8. Relevement du Frobenius. Nous retournons a la situation de 'introduc-
tion. Soit ¢ : A — K{7} un module de DRINFEL’D défini sur une extension finie K
de k = F,(t), donc de caractéristique générique et de rang r.

Soit End(¢) 'anneau des endomorphismes de ¢ sur K. On peut voir A comme un
sous-anneau de End(¢), puisque pour tout a € A, ¢, commute avec ¢, pour chaque
b € A. Pour simplifier la terminologie, on dira que le module ¢ est a multiplications
complexes par O := End(¢), si A C O et si O®4 k est une extension de k de degré
égal & r = rang(¢). Sinon (par exemple si A = End(¢) et > 1), on dit que ¢ est
sans multiplications complexe

Nous supposons dans ce paragraphe que ¢ est un module de rang r admettant
des multiplications complexes par . Dans ce cas, on peut considérer ¢ comme
un O-module de DRINFEL’'D de rang 1 et on peut appliquer la théorie de corps de
classes (confer [Hay]) pour produire un relévement du FROBENIUS.

Soit F := Frac(O) le corps de fractions de @ que 'on suppose contenu dans K
et soit B la cloture intégrale de A dans K.

Soit p C B un idéal premier tel que ¢ ait bonne réduction en p, et m := pN O.

Soit enfin H le corps de classes de HILBERT de O. Supposons de plus que H C K.
On notera O’ la cloture intégrale de O dans H; comme O est entier sur A, on
remarque que O’ C B.

Comme ¢ est un O-module de rang 1, il existe un O-module ¢ de rang 1, défini
sur H et isomorphe & ¢ sur K, i.e., ¢ = ¢ xgyg K. En d’autres termes, il existe un
élément z € K* tel que ¢ = 2z~ '. En particulier, on obtient un isomorphisme
entre les anneaux O = End(¢) — End(¢) défini par f — 271 fz.

On considere l'idéal Iy, de H{r} engendré par l'ensemble {¢,,|m € m}.
L’anneau H{7} étant principal & gauche, soit ¥, son générateur unitaire, i. e.,
Iy = H{T}tn. Observons que I . est stable par multiplication & droite par
Y, pour z € O. A fortiori, pour tout z € O il existe un seul ¥, € H{7} tel que
Yy = YL 1hym. Cela définit une fonction ¢’ : O — H{7} qui est en fait également

40n notera que notre définition (qui provient de [Li, deuxiéme paragraphe de la page 154])
permet & un module ¢ sans multiplications complexes d’avoir un endomorphisme qui n’appartient
pas a A. Cela arrive d’ailleurs dés que le rang r est un nombre composé. Elle est présentée de
cette maniere pour garantir la validité de la proposition m
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un O-module de DRINFEL'D, que 'on notera m % ¢ suivant HAYES. Observons que
cette construction est également valable pour des modules de DRINFEL'D de rang
arbitraire (confer [Hayl §4]). Mais ici, comme ¢ et ¢ sont de rang 1, le module ms ¢
I’est aussi.

Soit (m, H/F) le symbole d’ARTIN de 'extension H/F en m. D’apres un résultat
de HAYES (confer [Hay], theorem 10.8]) on dispose d’un isomorphisme de O-modules
de DRINFEL'D

(m, H/F) () = ms

Par le théoreme de CEBOTAREV (confer [Er=Jal theorem 6.3.1], et, pour la version
effective [Fr—Jal, proposition 6.4.8]) on peut choisir m tel que (m, H/F) = 1. Par
conséquent, ¥ = m x 1), i. e., il existe un élément u de H* tel que m * 1) = urpu~!
Il en suit que Ay, := w19y, appartient & End(v).

Un résultat dit a TAKAHASHI (confer [Tak], et [Hay, theorem 15.8]) nous assure
qu’il existe un O-module de DRINFEL'D 1/) défini sur O’ tel que 1) = w X o H. Donc,
pour tout z € O on a ¥, € O {7} et le coefficient dominant de ¥, est une unité
de O'. 1l n’y a pas de restriction & travailler avec w en lieu et place de ¥ ; nous
supposerons donc par la suite que ) = 1& et garderons la notation v pour alléger.

Soit n un idéal premier de @’ au-dessus de m. On en conclut que ¢ a bonne
réduction en p si et seulement si ¢y a bonne réduction en n. Dans ce cas-la, on
déduit que z est une unité en p. De plus, comme on a une isogénie ¥ — m *
définie par ¢y, on en déduit que m * ¢ a également bonne réduction en n (confer
[Tag]), ce qui implique que u est une unité en n.

Soient 1; la réduction de ¢ modulo n et k, := O’/n le corps résiduel en n. Le
module 15 est de caractéristique n = mN O. Soit Id;’m I'idéal de k,{7} engendré par
{J)m | m € m}. Soit Um son générateur unitaire, i. e., I = /Qn{T}ll;m. Par [Hayl,
proposition 5.9] on a @m = rdea(m) "ot 7dea(m) coincide avec ’endomorphisme de
FROBENIUS Frob, de 9, car 'hypothése (m, H/F) = 1 implique deg(m) = deg(n).

Il suit de [Hayl proposition 11.4] que 4y, est un polynéme d’EISENSTEIN en n.
En particulier, ¢, € O, {7}. D’apres le résultat de TAKAHASHI on peut considérer
lidéal I, de Oy{7} engendré par {¢,, |[m € m}. Observons que I, =~ C [y m,
ou ce dernier est I'idéal de H{r} engendré par {t,, |m € m}. Par la minimalité
du degré, 1y engendre simultanément les idéaux Iy m et I{Z}’m. De plus, on a un
homomorphisme surjectif I, m L Bm de réduction modulo n. Donc, par minimalité
des degrés des générateurs, on en conclut que

(2.8.1) deg(m) = deg(Vm) = deg(thm) -
D’autre part, la proposition [Hay], proposition 11.4] nous donne des informations

supplémentaires. Pour chaque entier ¢ > 1, le polyndéme t,i+1 divise 1y,: dans

deg(p)

O, {7} et le quotient est un polynéme d’EISENSTEIN en n. Donc, si v := dog(m)

on a

G = 798P) = Frob,

Soit ¢ € O* dont la réduction ¢ modulo m (donc modulo n) est égale & @ (on
rappelle que u est une unité locale en n). Soit Apv := 4~ 19yr. On prend main-
tenant Yn,r 1= cApr et on obtient que Yn» € End(v) et 5;; = 7deg(p) = Frob,,.
Finalement, en prenant I’isomorphisme inverse End(¢)) — O = End(¢), on voit que
F, := 20v27 ! est un reléevement de 'endomorphisme de FROBENIUS Frob,, de g?)
a O = End(¢), d’ou la proposition suivante.
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Proposition 2.9. Il existe F, := z0yr27!

FROBENIUS Frob, de O := End(¢).

Remarque 2.10. Soit ¢[F,] := {a € K|F,(a) = 0}. Notons que o € @[F}] si
et seulement si o est un zéro de Vv, i. e., de Y. Mais, ¥y, engendre 1'idéal
Iy wv, donc cette derniére condition équivaut & a € ¥[m”]. De plus, comme ¢ est
K-isomorphe & 9, on a a € ¥[m”] si et seulement si a € ¢p[m”]. D’on,

(2.10.1) O[Fp] = om”] 2 Ym”] = O/m”

est un O-module de cardinal g, = q°8®) On aura besoin du deuxiéme isomor-
phisme dans la preuve de la proposition |3.11

€ O qui reléve l’endomorphisme de

2.11. Multiplication complexe et torsion. On note ¢;o, ’ensemble des points
de torsion pour ¢ :

Pror 1= {a € K |il existe a € A\ {0} tel que ¢, () =0}

et enfin, ¢yor(K®P) 1= ppor N K2P.

Rappelons le résultat suivant dii & A. L1 qui permet de caractériser les A-modules
de DRINFEL'D qui admettent des multiplications complexes. Cette caractérisation
jouera un roéle non négligeable dans la preuve du théoreme 1.1

Proposition 2.12. [Li main theorem] Le A-module de Drinfel’d ¢ admet des
multiplications complexes si et seulement si qb(Kab)tor est infini.

3. LEMMES AUXILIAIRES

3.1. Cas non CM et non ramifié. Soit a € A, o un élément de Gk et o € K°.
On conviendra pour la suite que ao(@) := ¢q(0(a)). On étend par linéarité cette
action & tout 'anneau de groupe A[Gk| par

< Z aga> () := Z Ga, (0(@)) .
ceGk ceGk

Soit B? la cloture entiere de B dans K® et p® C B® un idéal premier tel que p*N
B =p. On notera (p*, K*/K) la classe de conjugation de I'élément de FROBENIUS
de p® dans Gg.

On dispose alors du lemme suivant :

Lemme 3.2. Supposons que le A-module de Drinfel’d ¢ ait bonne rédution en p et
soit o € (p*, K°/K). On a alors les propriétés suivantes :

(i) Pour tout o € K* entier en p® on a Py(c)(c) = 0 mod p°. Cette congruence
a liew dans le localisé By. de B* en p*.

(ii) St o€ K* est tel que Py(0)(a) =0, alors o est un élément de torsion pour

0.

Démonstration. Montrons (i). Par hypotheése sur o, lautomorphisme o agit sur é

comme Frob, € End(¢), et comme P, (z) est le polynome caractéristique de Frob,

sur Ti(¢), on en déduit que P,(Frob,) annule Ti(¢).
Par ailleurs, il suit du fait que ¢ est aussi un A-module de DRINFEL'D qu’on

a un homomorphisme bijectif ¢’ : End(¢) ® 4; — EndA[[GRp](T[(é)), ot Gy, =
Gal(Rp/kp), (confer [Gos, proposition 4.12.12]). En particulier, P,(Frob,) = 0 en

tant qu’élément de End(¢). Mais, pour les éléments p®-entiers dans K*, la réduction
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modulo p® commute avec I'action de GALOIS. On en déduit que pour tout a € K*
qui est p®-entier, 'élément P, (0)(cv) appartient a p°By..

Passons maintenant & la preuve du point (ii). Soit L/K une extension galoisienne
de degré m telle que a € L ; on notera encore o la restriction de o a L. Par définition
de m, 0™ =1 dans Gal(L/K), et a fortiori c™(a) = a. Soit

R := Res(Py(x), 2™ —1) € A

le résultant des deux polynémes P, (z) et 2™ — 1. Comme les coefficients de plus
haut degré de P, (z) et ™ — 1 sont égaux a 1, on en conclut qu'il existe des éléments
a(x), b(z) de Afz] tels que a(x) Py (x)+b(z)(2™—1) = R. De plus, comme les racines
de P, (z) sont de valeurs absolues q;/ ", on en déduit que R # 0.

En particulier, R = a(0)P,(0)+b(c)(c™ —1), d’ou par définition de I’action sur
A[GK]7

¢r(@) = a(0)Py(0)(@) + b(o) (™ — 1)(a) =0 .

Le point « est donc de R-torsion pour ¢, ce qui montre le point (ii) et conclut la
preuve du lemme [3.2] O

3.3. Cas non CM et ramifié.

Lemme 3.4. Soit p un premier de B tel que ¢ ait bonne réduction en p. Soit L/ K
une extension abélienne finie ramifiée au dessus de p. Soit P un premier de By, au
dessus de p. Soit n # id € Gal(L/K) dans Uinertie de Blp comme dans le théoréme
[27 Soit b € A un générateur unitaire de l'idéal premier q = p N A. Alors, pour
tout entier, | > 1, il existe un élément g;(1) € By{T} tel que

(3.4.1) oy (1) = gl(T)Tl mod (bBp{7}) .
En particulier, pour tout a € Ogp on an(a) —a € P et
(3.4.2) bpacar) (M) — ) € pOgs .

Démonstration. On observe que ¢p(7) — b € By{7}7 et par récurrence pour tout
entier [ > 1 on a ¢y (1) = gi(7)7! mod (bBy{7}), ot ¢i(7) € By{7}, d’ott le point (i).
On remarque aussi que si @ € Og, on a n(a) —a € P, parce que o fixe tout modulo
B. D’autre part, comme n(a) —a € P C Og et que bB, C pB,, on obtient (en
faisant [ = deg(p))

Dpaestn (1) = @) = gaeg(p) (1(0) = @) (n(0) = @)™ ) mod (pOy) .

Le point (ii) et donc le lemme suit du théoreme (on notera que la proposition
reste vraie apres localisation, et donc également le théoreme [2.7)). O

3.5. Cas CM et non ramifié.

Lemme 3.6. Soit L/K une extension abélienne finie non-ramifiée au-dessus d’un
premier p C B ou ¢ admet bonne réduction et tel que p soit non ramifié au-dessus
de q=pNA. Soit a € L un élément qui n’est pas de torsion pour ¢. Alors,
(1) pour tout o € Gal(L/K), on a Fy(a) —o(a) #0;
(#) pour toute place P de L au-dessus dep, sio € (P, L/K) la classe de conju-
gaison de ’élément de Frobenius en P et oo € Oy, on a Fy(a) —o(a) € B.
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Démonstration. Pour la premitre partie, si Fy(a) = o(a), on a FF(a) = o"(a)
pour tout k > 1. Soit m l'ordre de o dans Gal(L/K). D’ot, (Fy" —1)(a) = 0. Donc,
pour tout a € A on a ¢q((F," — 1)(a)) = 0. Mais, ¢,((Fy" — 1)) = (F," — 1)(¢a),
donc ¢4 () € ker(Fy" — 1) = ¢[F," — 1] qui est fini. Mais, cela contredit le fait que
a n’est pas un élément de torsion pour ¢. La deuxieme partie, suit de la définition
de o et de la construction de Fj. ]

3.7. Cas CM et ramifié.

Lemme 3.8. Soit H le corps de classes de Hilbert de O. Soit n une place de H
et on suppose que H est non ramifié au dessus de ¢ = nN A (en particulier sur
m=nnNQ0). On suppose de plus que (m, H/F) =1 et H C K. Alors,

(i) pour tout e > 0 on a H(p[m¥¢]) C H(yp[m>(e+V]) et Uextension est totale-
ment ramifie au-dessus du seul idéal n,. de H([m"¢]) au-dessus de l’idéal n
correspondant de H ;

(ii) soit e un entier, e > 0, et n # id € Gal(H (¢[m*¢T1])/H (4[m"€])), on notera
par la méme lettre une extension den a Gal(H (1 [m?(¢+tD)])/H (y[m¥€))) ; alors,
lapplication naturelle

1/1[m”<€+1)}
¢[mue}

induit un isomorphisme de O-modules.

— Y[m”] définie par x — n(x) — x

Démonstration. Pour Daffirmation (i), on observe que par [Hayl, proposition 1.14]
pour tout ¢ > 1 chaque polynéme % est un polynome d’EISENSTEINP| en n.
Donc, Pextension H(¢)[m])/H est totalement ramifiée au-dessus n pour chaque
i > 1. Par un argument d’induction sur ¢, on en conclut aussi que chaque extension
H(¢p[m?]) € H(x)[m**1]) est totalement ramifiée au-dessus du premier n; au-dessus
de n. A fortiori, I'extension H(¢[m*¢]) € H(y[m*(¢+1)]) est totalement ramifiée
au-dessus de n,.

Pour affirmation (ii), définissons premierement 'application pu : ¢[m*(¢+1)] —
Y[m¥] par p(z) := n(z)—z. Observons d’abord que I'image de i est en réalité dans
P[m”]. En effet, soit z € y[m*(¢tD)]. Rappelons que A\pr = v~ "y € End(¢)). On
a Amv (z) € Y[m¥¢]. Pour voir cela, notons que comme A\yv € Iy v, ON &

)\m”: Z fiwmi )

m;emy
avec f; € H{r}. D’ou, pour n € m”® on a
wn<)\m”( )) —>\m” wn ( Z fzwrrh) n Z flwmn —0
miemv miem

parce que m;n € m*(¢+*1) . On en déduit que Ape () = n(Ame () = A (7(2)), done
Amv (u(x)) = 0. De plus, p se factorise par un homomorphisme

i pm V] /[mt] — gm]
Le méme raisonnement montre que p respecte les filtrations

)= Y C By = g € C B = gt

5Avec la convention que o0 = 1.
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de Yp[m¥(¢tD] et
Fo = {0} =¢m° ] C Fy :=9¢m'] G- CF, = ¢[m] ,

de ¥[m"]. La restriction p; de p & E; induit donc un morphisme fi; : E;/E;_1 —
F;/F;_, pour tout j compris entre 1 et v. Mais les deux cotés sont isomorphes a
O/m qui est un corps. Donc, les applications fi; sont soit nulles soit des isomor-
phismes. On notera que par hypothése sur 7, i1 et donc fi; est non nulle. Enfin, on
peut remarquer que fij © Ay, = [ij_1. Par suite, comme fi; # 0, il en est de méme
de tous les fi;, pour 1 < j < v. Par recollement, ji est également un isomorphisme.
Le lemme est donc entierement établi. O

Remarque 3.9. D’apres la relation le point (ii) du lemme se réécrit comme
I’isomorphisme suivant de O-modules
$im ]
N
¢me]

Remarque 3.10. Comme on I’a déja observé, une fois le théoréeme 1.1 prouvé
pour un A-module de DRINFEL'D il est aussi vrai pour tout autre A-module de
DRINFEL'D K-isomorphe & ¢. Donc, pour le lemme suivant on peut supposer que
¢ comme O-module soit de signe normalisé. Dans ce cas-la (avec les notations du
paragraphe ci-dessus) Ht est un corps de définition pour ¢. Par conséquent,
en choisissant un entier e > 0 comme dans le lemme ci-dessus, avec les notations
du théoréeme K' := K(¢[m*(¢=V]) ¢ Ht(¢[I/m]). Donc, on peut vraiment
choisir un élément n # id € Gal(L/K') appartenant a l'inertie de P|p comme dans

le théoréme[2.7] Et on peut le faire en imposant en sus que 7 agisse non trivialement
sur ¢[mv(e=+1],

olFy] -

Lemme 3.11. Soient L/ K une extension abélienne finie de K, que l’on supposera
ramifiée au-dessus d’une place p de K et soit P une place de L au-dessus de p.
Supposons que K soit non ramifié au-dessus de q = pNA. Soit de plus e le plus grand
entier > 0 tel que L D K(¢p[m"¢]), et posoneﬁ K' := K(¢[m*(¢=D]). Soit n # id un
élément de Gal(L/K') comme dans le théoréme (donc un élément de linertie
de Bp) et qui de plus agit non trivialement sur ¢m” =D+, Supposons que o € L
ne soit pas de un élément de torsion pour ¢. Posons o := Fy,(n(a)) — Fy(a). On
a alors les propriétés suivantes :

(i) F, = 21— L~ Lrdeg(p) 104 (pBp{T}), et en particulier, &' € pBr s si
o est entier en P.

(ii) Si o' =0, alors il existe un point de torsion § € [m”¢] tel que a + & soit
fixé par n.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que F}, = 2(cu™Mpgr )27 L, ot e est un
produit de polynémes d’EISENSTEIN a coefficients dans O;, C B, et que de plus
chaque coefficient (sauf le coefficient dominant) appartient & n C p. La constante
z € K est une unité en p, les constantes c et u dans H sont des unités en n. D’olt
on conclut que F, = z(cu™'798#) 2~ mod (pB,{r}) = 210" = 17des(®) mod
(pBy{7}). La congruence fonctionnelle en découle.

60n conviendra que ¢[m0] = 0, et que K(§) = K ; on notera de plus que comme ’extension
de K engendrée par la torsion premiére & m est non ramifiée au dessus de m (donc de p), on a
nécessairement e > 1 et donce —1 > 0.
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deg(p)

Par conséquent, Fy((n — 1)(a)) = 2= cu=1((n — 1)(a))*"**" mod (pB.p).
la premiere partie du lemme suit maintenant du théoreme en observant que la
preuve de la proposition reste vraie si on localise tous les anneaux.

Passons & (ii) et supposons donc que o =0, i. e.,

B i=mnla) —ac¢F] .
Observons que
Gal(K (¢[m”])/K (¢[m"“~1)]))
= Gal(H (¢[m"*])/(H ([m" = D]) N K (g[m”~1)])
C Gal(H (¢ [m"*))/H (¢[m* =~ 1])).

Donc, on identifie 7 & un élément du dernier groupe de Galois et on peut appliquer le
lemme Par la remarque il existe un élément € € p[m”°] tel que n(e) —e = 5.
Dans ces conditions,

na—e=(a+p)—(e+f)=a—e.

Finalement, notons que par construction, § := —e¢ est un point de m”¢-torsion pour
¢. Le lemme est donc entierement établi. [l

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Nous commengons par choisir un bon premier de B. Plus précisément, nous
pouvons toujours choisir un premier p de B avec ¢ = p N A tel que les hypotheses
(i)-(iv) sont satisfaites si ¢ est sans multiplications complexes ; dans le cas contraire,
on remplace (i) par (v) et on ajoute (vi) :

(i) ¢(K?*)[q] = {a € K*"| pour tout a € q, on a ¢,(a) = 0} = {0}.
(ii) ¢ ait bonne réduction en p.
) g soit non ramifié sur K.
) deg(p) = 8[K : k](v(¢) + 1), out 7(¢) est introduite & la formule (L.0.1)).
)

(v) le corps de classes de HILBERT H de l’anneau des endomorphismes O de ¢
est inclu dans K ;

(iii

(iv

(vi) en posant m = p N O, le symbole d’ARTIN (m, H/F) est égal & 1, ou F =
Frac(O).

Les points (ii) et (iii) sont toujours satisfaits, sauf pour un nombre fini d’idéaux
premiers de B qu’on exclut; quant au point (i), la proposition montre qu’il
est également satisfait sauf pour au plus un nombre fini de premiers que 1’on peut
également exclure. La condition (v) impose de se placer sur une extension de K de
degré relatif borné. Comme I'on a déja observé on peut choisir p tel que le condition
(vi) soit satisfaite grace au théoreme de CEBOTAREV, confer [Fr—Jal theorem 6.3.1
et proposition 6.4.8]. Cette condition ne dépend que de la paire (¢, K). De plus, on
notera que le théoreme est vrai pour K s’il est vrai pour une extension K’ de
K puisque K** C (K')*". Enfin, la condition (iv) ne dépend également que de la
paire (¢, K).

On notera que ’ensemble de mauvais premiers exclus ne dépend que de (¢, K) ;
le minimum des normes des premiers vérifiant ces propriétés est donc une constante
ne dépendant que de (¢, K). Dans toute la suite, on supposera que p est choisi au
hasard parmi les bons premiers de norme minimale.
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4.1. Cas non entier. Nous montrons ici le théoréme [I.1] dans le cas ot a possede
un gros dénominateur. Le cas non entier est classiquement le cas facile pour le
probléeme de LEHMER (ou l'on peut supposer que le point étudié est une unité),
mais nous recherchons ici une minoration indépendante du degré, et la minoration
recherchée est également non triviale dans ce cas. On notera également que dans le
cas classique du groupe multiplicatif, le nombre de Q*P ayant la plus petite hauteur
connue n’est pas un entier algébrique (confer [Am=Dv]).

Soit P I'ensemble des premiers de L divisant p, soit b € A un élément irréductible,
unitaire teﬂ que q = (b). Soit enfin @ dans L comme dans le théoréme ; on
définit :

{613 |p tels que vy (a) < 0} si ey (L/K) =1

Poo :=
v (b) :
{‘13 | p tels que vp(a) < —4qrdeg(p)2} siey(L/K)>1 .
On introduit enfin p(Ps) 1= Cca%((p;‘s). Avec ces notations, on dispose de la :

Proposition 4.2. I existe une constante ¢ = ¢(¢, K) ne dépendant que de la paire
(¢, K) telle que si p(P) > 5, on ait :

ha(a) > e(9, K)
Démonstration. Par définition de la hauteur locale (voir formule (2.3.1))), pour tout

B € Poo, 0n a:

deg(P) _ deg(B)
ATV
si I'extension L/K est non ramifiée au dessus de p et

deg(P)
igsor (L1 P

hyp(a) >

hap (o) >
sinon. Dans tous les cas, on a donc :

rdeg(p)? . . = rde 2, .
PEPoo PEPoo Aqricsv) [L: K] Sqrac - (K K]

par hypothese sur Poo.

Par le choix de p (hypothese (iii)), et comme 1’on peut sans perte de généralité
supposer que ¢ est a coefficients constants et que le terme de plus haut degré de ¢
est une unité en p pour tout a € A, la proposition 6 de B. POONEN (confer [Pod,
§4]) nous assure que la hauteur normalisée locale il¢,q3(') coincide avec la hauteur
de WEIL locale en 8 pour tout 8 divisant p (voir §. . Comme par ailleurs toutes
les hauteurs locales normalisées sont positives ou nulles, on en déduit que (condition
(iv) ci-dessus) :

. deg(p) (v(¢) +1) 1
ho(a) > 8¢ dee(0)? . [K : k] > g des(»)? > g des(p)?

D’ou la propositiorﬁ O

"On rappelle que g = p N A.

80n notera que comme la derniére minoration comporte un facteur exponentiel en le degré
de p au dénominateur, il est important de calculer directement la hauteur normalisée de «. Un
argument via la hauteur de WEIL serait ici insuffisant, méme en prenant le degré de p assez grand
en raison de la constante de comparaison v(¢).
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Nous terminons ce paragraphe par une estimation métrique (on notera que cette
derniere est plus faible que celle donnée par le théoreme st Pextension L/K est
non ramifiée au dessus de p) et qui nous sera utile dans les paragraphes suivants :

Lemme 4.3. Soit o comme dans le théoréme et P un premier divisant p
n’appartenant pas @ Py ; soit enfin n un élément du groupe d’inertie de P sur p
comme dans le théoréme[2.7. Alors,

gleEm qdeg<p>) < vy (D)
vp (n(@) o) > 2

En particulier,
(i) si ¢ n’admet pas de multiplications complezes,

v (Gpacsr) (M()) — Ppacstp) () = U‘BT(b) :

(ii) si ¢ admet des multiplications complezes,

vgp(Fy(n(a)) = Fy(a)) =

Démonstration. Ecrivons a sous la forme ay/ag, avec oy, ap dans le localisé O, g
en ‘B de 'anneau des entiers de L. L’anneau Oy, g étant de valuation discrete, on
peut supposer que min (v (), vp(a2)) = 0. Soit 7 dans le groupe d’inertie de P
sur p comme dans le théoreme Ona:

qdeg(p) qdeg(p> qdeg(p> qdeg(»ﬂ)
les®) gesy T\ a1 @ a1
n(e)” " =t = - + -
qdes(p) qdes(p) qdes(p) qdes(p)
% n\og n\og Q;

En tenant compte du théoréme 2.7, qui demeure valable apres des localisations,
on a

vgp(b)
2

deg(p) deg(p)
vp (n(a2)™" = g™} > o)
d’ou par additivité des Valuationﬂ (on rappelle que vy (n(a2)) = vp (), parce que
7 est dans l'inertie de P sur p),

deg(p) deg(p)
q q
(o77) (o)

d
v pres il ATy > ¢28Pyg(ar) + vg(b)
n(ed™) (™)

+ 2¢%%) min (—vp (n(az)), —vp(az2))

b
> 250 py (@) + v (b) — ¢EPug (an) > U‘T-‘T() .
De méme, en tenant compte du théoreme [2.7]
o8 JREEE)
p (o) (o) 303 (0)

vy qdeg(®) o qdes(p) > ’Um(b) - qdeg(p)vm (77(0‘2)) z 4 3
n(af™) o (at™)

et donc, au total,

- (n<a)qdeg(p> B aqdeg(F)) > min (3’03(1))7 Us;pQ(b)) _ ng(b)

d’ott la premiere partie du lemme [£.3]

9Pour la derniére inégalité, on note simplement que r et deg(b) sont > 1.
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Passons au point (i) de la deuxiéme partie. En tenant compte du point (i) du

lemme on peut écrire ¢pacs(r) sous la forme @pacsr) (7) = g(7) g +bh(T), olt
9(7),h(7) € Bp{7}. En tenant compte de 'inégalité ultramétrique et de la premiere
partie du lemme, on en déduit donc

U (Ppacacr) (M) — Ppacae) (@) =
vgp(b)

min {vcp(g(n(a) —a))+ 5 ;v (D) + v (h(n(a) — a))}

Par ailleurs, comme @pacs(p)(7) est un polynéme en 7 de degré rdeg(b) deg(p) =
rdeg(p)?, et comme 7 est dans I'inertie de B sur p,

rdeg(p)2 _”‘B(b) _ —’Um(b)
4grdeg(p)® 4 ’

v (h(n(a) —a)) > q

Similairement, on a vgp(g(n(a) — a)) > %ﬂb), d’ot le point (i).
Pour (ii), on procéde de méme, en notant que le point (i) du lemme permet
d’écrire Fy, sous la forme

deg(p)
C

F, = L1-a w—Lrdes(p) | Ir) ,

ou (1) = ali(7) € pBp{7} est un polynéme en 7 de degré au plus deg(p) et a € p.
En appliquant la premiere partie du lemme, on obtient donc de méme :

vgp (Fp(n(@)) = Fy(a)) > min (vm(b)ﬂp(b) + o (L (n(e) — a)))

2
. (vp(b) ¢ vy (b)
Z min ( D) 7Uq3(b) - 4qr deg(p)?
> vp(b)
2
Le lemme [4.3] est donc entierement établi. O

4.4. Cas non CM et non ramifié. Soit o € K*® et L = K(a). Nous allons
procéder par récurrence sur 'indice de ramification e, (L/K) de L/K en p. Dans ce
paragraphe, nous traiterons le cas ot L/ K est non ramifiée en p (i.e. e, (L/K) = 1),
la récurrence proprement dite étant pour sa part effectuée au paragraphe

Comme L/K est non ramifiée en p, on a pBr, = P --- Py, ou les idéaux pre-
miers PB; de By, satisfont ; N B = p. Par ailleurs, comme L/K est abélienne, les
automorphismes de FROBENIUS en les idéaux 3; sont tous égaux; nous noterons
cet automorphisme o := (P,,L/K) € Gal(L/K). Nous noterons encore ¢ un
relevement de o & G et nous désignerons par P,(z) € Alz] le polynéme carac-
téristique de 'automorphisme de Frobenius F}, sur le module de Tate [-adique T[(QNS)
de g?) par rapport au corps résiduel sy.

Le lemmepoint (ii) nous assure que si « n’est pas un élément de torsion pour
¢, alors Py(0)(a) # 0. Soit B := (Py(o)(a))~ .

Supposons maintenantf ‘gue p(Pso) < %, et soit 1 < 7 < ¢ un entier tel que
B, & Poo (i e., a est Pj-entier) ; d’apres le lemme point (i), 87! € PB;, et en
particulier —vg, (8) = vy, (87') > 0. Donc, Oy, (3) = vy, (6).

10Le cas ot p(Poo) >

% a déja été traité ci-dessus.
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D’apres la relation (2.3.1]), on a donc :

b, () = - T2 0, 9)

Comme l'extension L est non ramifiée en p et K est non ramifiée en g, on a en
particulier :

deg(B;) _ deg(B;)
he, (B) = Lk Y (b) = Lk

Il en suit,

deg(P) _ deg(p)
%&hw»%}c LK = 2K K

Finalement, en utilisant la décomposition de la hateur de WEIL en somme de
hauteurs locales et le fait que les hauteurs locales sont toutes positives ou nulles,
on obtient :

deg(p)

B = D> haB)> D ha(B) > 5= -
PBeML PEPoo
Par ailleurs, rappelons (relation (L.0.1))) qu’il existe une constante réelle y(¢) > 0
ne dépendant que de ¢ telle que pour tout 2 € K on ait

[ho(@) = h@)] < (@) -
A fortiori, comme h() = h(P,(«)), on obtient

ho(Pp(@) > h(3) = 7(6) > 5B~ ()

Comme nous avons supposé (condition (iv) au début de ce paragraphe) que
deg(p) > 8[K : k] (v(¢) + 1), on obtient
ho(Ppla)) > 1 .

Il reste a en déduire une minoration pour la hauteur de « ; pour ce faire, écrivons
explicitement

Py(z) =2a" + diz" Y deqx +ud,
otu€Fyetd. €p (on rappelle que les racines de P, sont toutes de module q;/ .
Par [Denl, Théoréme 1] et en tenant compte de I'invariance de la hauteur globale

par rapport a I’action du groupe de GALOIS, on a :

ho(B(0)(@) = b (07(0) + 64, (671 (@) -+ + b, (9(0)) + bua, (@)

< h(07(@) + ho(ba, (077 (@) + -+ + g (Sa,, (0())) + g (ua, ()
= hy(0" (@) + |da]"hs (0" (@) + - + |dra|"hg (0 (@) + [dr["hg ()
= ho(@)(L+|di]" + -+ |droa]" + |dr|")
< hgla)(1+gp+--+4p)

car |d;| < q;/ " pour i = 1,...,r, puisque ce sont des fonctions symétriques des
racines de P,. Par conséquent,

“ 1

he(a) > m .

En vertu du choix de p, cette borne inférieure est une fonction ¢(¢, K) > 0.
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4.5. Cas CM et non ramifié. On suppose toujours p(Ps) < 3 ; le méme type
d’argument que ci-dessus, en utilisant le lemme point (ii) en lieu et place du
lemme point (i) conduit a

-1 deg(B)
i (Fyle) = o)) ™) > E

si B divise p et si a est P-entier et, a fortiori, & la minoration

o deg(B) deg(p)
h((Fp(OZ)*U(OZ)) ) 2“1};& [Lk’] = Q[Kk] .

On obtient aussi

he(Fy(@) — o(@)) = ((Fyp (@) — o(@))) =v(¢) > 1 .

D’autre part,

ho(Fp(a) = o(a)) < hy(Fp(a)) + ho(o(@) = (g5 + Dhg(a) -
Do,
- 1
h¢(0&) > % 1

Ce qui donne la minoration voulue dans ce cas.

4.6. Cas non CM et ramifié. Nous supposons par récurrence le théoreme
démontré pour toute extension abélienne L’ de K telle que e, (L'/K) < ep(L/K)
(le cas non ramifié ayant été établi au paragraphe ci-dessus).

Nous allons appliquer le lemme [£.3]; pour ce faire, considérons 1’élément

o 1= Gyaesir ((n — 1) (@) .

Supposons o’ # 0, et posons 3 := (a’')~1. Soit P C Br un idéal premier tel que
B N B = p. Supposons que ‘P n’appartienne pas P.. Il suit de la relation (2.3.1])
et du lemme point (i) réunis que

() =~ B i (5) > (E Ry ) - (E Ry,

ol eg)p est l'indice de ramification de P sur p. Par conséquent, en tenant compte
de I’hypothese sur Py,

Y hp(B) =

PEPoo P¢Po

deg(®P) . deg(p)
A[L k] PP 7K k]

La encore, la positivité des hauteurs locales nous assure au total que :

ORI FCED WOEE o

PeMr, PEPoo

Par ailleurs, comme par hypothese deg(p) > 8[K : k](7(¢) + 1), on en conclut

i > deg(p)

s(a') = S ] —(8) > 1.




20 SINNOU DAVID ET AMILCAR PACHECO

D’autre part, par [Denl théoréme 1] et par I'invariance de la hauteur globale par
I’action du groupe de GALOIS on obtient comme précédemment :

ho(Bpaescor (= 1)(@))) = b7 FP Ry ((n = 1)(a)) = N (@) *¥Phy(n(c) — a)
< N (@) 48P (g (n(a)) + ho(a)) = 2N ()" 1P hy (o) |

car |b] = #(A/(b)) = N(q). On en conclut

A 1
h¢(0é) > 72N(q)7‘deg(p) .

Supposons donc que o = 0, i. ., Gpace(r) (0(a) — ) = 0. Par hypothese ¢(K?P)[q]
= {0} (c’est notre hypothese (i) du début de ce paragraphe conduisant au choix de
p), donc o(a) = «, i.e., o € L7, le sous-corps strict de L fixé par o (car o # 1).
Notons que nécéssairement e, (L7 /K) < ep(L/K).

Par hypothese de récurrence, on en conclut lﬁ(a) > (¢, K), ol ¢(¢, K) est une
constante qui ne dépend que du A-module ¢ et de K. Ceci termine la récurrence
dans le cas non CM.

4.7. Cas CM et ramifié. Nous supposons par récurrence que le théoréeme [I.1] soit
démontré pour toute extension abélienne L' de K telle que e, (L'/K) < ey(L/K)
(le cas non ramifié ayant été établi au paragraphe ci-dessus).

Supposons maintenant que L/K soit ramifiée au-dessus de p. On reprend les
notations et hypotheses des lemmes et et I’on suppose tout d’abord que le
point o' = F}, (n(a)) — ) # 0. Par le lemme point (ii), si P n’appartient pas &
POO’

@) ) > e ey,

Ceci conduit comme ci-dessus a

deg(p)

h((a)™h) = AK K

, et donc hg(a) > 1 .

D’autre part,

ho(a!) = he(n(Fy(a)) — Fp(a))
< hp((Fy(a))) + he(Fp(@) = 2hg(Fp(e)) = 2g5hs(cv) -
D’ou,
]A”L¢(Oé) > 2111'3 .

Si o # 0, le théoréme suit donc de 'argument ci-dessus.

On peut donc supposer que o = 0.
Le point (ii) du lemme nous assure l’existence d'un élément de torsion
d € ¢[m”¢] C L pour ¢ tel que o + § soit fixé par 1. Soit L’ le sous-corps de L fixé
par 7. Par le choix de pon a f, (L'/K) < f,(L/K), ou f,(L/K) dénote le conducteur
local, et donc, par hypothese de récurrence, le théoréme [I.] est vrai pour « + 4.
Mais,
ho(a) = hg(a+9)

puisque § est de torsion, et le théoreme est entierement établi. [
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